Kompendium Wiedzy: Potegi, Logarytmy oraz Funkcje
Wyktadnicza i Logarytmiczna

Materiat powtérkowy z zadaniami i rozwigzaniami

Niniejsze opracowanie stanowi uporzagdkowane podsumowanie wiasnosci poteg i logaryt-
mow, przechodzac od elementarnych przeksztatcen algebraicznych, przez wtasnosci funkgji
wyktadniczejilogarytmicznej, az po metody rozwigzywania zaawansowanych réwnan i nieréwnosci.
Na koricu dokumentu znajduje sie zestaw zadan do samodzielnej pracy wraz z odpowiedzi-

ami.

1 Potegiiich wlasnosci

Potegowanie jest uogdlnieniem wielokrotnego mnozenia elementu przez samego siebie, rozsz-
erzonym na wyktadniki catkowite, wymierne oraz rzeczywiste.

1.1 Definicje dla réznych wyktadnikéw

Niech a € R oraz n,m € N,. Wéwczas definiujemy kolejno:

- Wyktadnik naturalny: a" =g -a-...-a oraz a° =1(dlaa #0).
—_——
n razy

- Wyktadnik catkowity ujemny: Dla a # 0 przyjmujemy:

- Wyktadnik wymierny: Dla a > 0 (lub a > 0, gdy wyktadnik jest ujemny):
¥ = Y = (va)"

1.2 Prawa dziatan na potegach

Dla dowolnych podstaw a > 0,b > 0 oraz dowolnych wyktadnikéw rzeczywistych z,y € R
zachodzg nastepujgce tozsamosci:

1.3 Przykiady prostych obliczeh potegowych

1. Sprowadzanie do wspélnej podstawy:

3. 42 B (23)3.(2%)=2  29.274 — 99+ (=4)=(—4) — 99 _ 519

16—1 (24)—1 92—4
2. Wytaczanie wspélnego czynnika przed nawias (przy dodawaniu i odejmowaniu poteg):

312+311_2'310:310.(32+31_2):310.<9+3_2>:10'310
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Nazwa prawa Wz6r algebraiczny Przykiad zastosowania

Iloczyn poteg o tej samej podstawie a® - a¥ = a*tv 23 . 215 = o4
. . . v 51
Iloraz poteg o tej samej podstawie % =a"Y =5 = 54-(=2) = 56
Potega potegi (a®)¥ = a™¥ (32)t =324 =38
Potega iloczynu (a-b)® =a®-b® 63 =(2-3)3=2%.33
aye a” 2\ [/5\* 25

Pot il ) = = z —(2) = =2

otega ilorazu <b> " <5) (2> 1

3. Potegi o wyktadniku utamkowym:
2\ E_ (8N (Lf5) 2y _4
8 \27) 27)  \3) 9

2 Logarytmy i ich wiasnosci

2.1 Definicja i warunki istnienia logarytmu

Logarytmem liczby b przy podstawie a nazywamy taki wyktadnik ¢, do ktérego nalezy podnies¢
podstawe a, aby otrzymac liczbe logarytmowang b:

log,b=c <= a“=b

Kluczowe zatozenia (dziedzina logarytmu): Wyrazenie log, b ma sens liczbowy wtedy i tylko
wtedy, gdy spetnione sg jednoczesnie trzy warunki:

1° a>0 2° a#1 32 b>0
Uwaga notacyjna: Zapis log z (lub Ig ) oznacza logarytm dziesigtny (log,, =), natomiast zapis
Inz oznacza logarytm naturalny o podstawie e ~ 2, 71828 (log, z).
2.2 Podstawowe tozsamosci i prawa dziatan na logarytmach
Przy zatozeniu, ze a > 0,a #1,¢ > 0,c A 1orazz > 0,y > 0ir € R, prawdziwe sg wzory:
- Jedynka i podstawa: log,1 =0 oraz log,a =1, aogolniejlog,(a") = 1.
- Tozsamos$é potegowo-logarytmiczna: ¢'°% * = .

- Logarytm iloczynu: log,(z - y) = log, = + log,, y.

. x
Logarytm ilorazu: log, <y> =log,z —log, y.

Logarytm potegi: log,(z") = - log,, =.

Potega w podstawie logarytmu: log . z = % log,z (dlak #0).

Wz6r na zamiane podstawy logarytmu:

_ log.z : _ : _
log, z = fog.a Skutek szczegolny (dlac =z #1): log,b= o9,
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2.3 Przykiady prostych obliczen logarytmicznych

1. Obliczanie z definicji przez zamiang na réwnanie wyktadnicze: Oblicz log, ;8. Niech
log 58 = z. Wtedy (vV2)* =8 = (22)" =28 = 25" =20 — Loy =3 = 2 =6.

2. taczenie logarytmoéw o tej samej podstawie:
2log; 6 — log,; 4 = log,(6?) — log, 4 = log, 36 — log,; 4 = log, <346> =l0g;9=2

3. Wyktadnik zawierajacy logarytm:

251—I0953 — (52)1—I0953 _ (52)1 _ 25 — 25 — %
(52)Iog53 52logs 3 5log;(32) 9

3 Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna

Funkcja wyktadnicza f(z) = a® oraz funkcja logarytmiczna g(z) = log, = (gdzie a > 0,a # 1)
sg wzgledem siebie funkcjami odwrotnymi. Ich wykresy sg symetryczne wzgledem prostej
o réwnaniu y = x.

Cecha funkgji Funkcja wyktadnicza Funkcja logarytmiczna
f(z) =a” g(z) =log, x

Dziedzina (D) D =R = (—o0,+00) D =R; = (0,+00)

Zbidr wartosci (Z1V) ZW =Ry = (0,+00) ZW =R = (—o0,+00)

Monotonicznos¢
- Rosngca dlaa € (1,+00) - Rosnacadlaa € (1,4+)
- Malejgcadlaa € (0,1) - Malejacadlaa € (0,1)

Punkty charakterystyczne (0,1) oraz (1,a) (1,0) oraz (a,1)

Miejsca zerowe Brak (a* > 0 dla kazdego = € Jedno miejsce zerowe: zy = 1
R)

Asymptota wykresu Pozioma: oS OX (prostay = Pionowa: oS OY (prosta z =
0) 0)

Réznowartosciowosé Tak: @™ = a*? < 1 = 29 Tak: log,z; = log,z2 <=

T = T2

3.1 Wplyw podstawy « na rozwigzywanie nieréwnosci

Roznowartosciowos¢ obu funkcji pozwala na opuszczanie podstaw w rownaniach, natomiast
monotonicznos$¢ determinuje zwrot znaku nieréwnosci przy opuszczaniu podstawy:

- Jezelia > 1 (funkcje sg rosnace), przy opuszczaniu podstawy zachowujemy zwrot nieréwnosci:
/@ > 99 = f(z)>g(x) oraz  log, f(x) > log,g(x) < f(x)> g(x)
- Jezelia € (0, 1) (funkcje sg malejgce), przy opuszczaniu podstawy zmieniamy zwrot nieréwnosci
na przeciwny:
a’@® > a9 = f(x) <g(x) oraz  log, f(z) > log,g(z) = f(z)< g(z)

Pamietaj: W nieréwnosciach logarytmicznych wynik musi zostac¢ skonfrontowany z dziedzing
(f(z) >0Ag(z) >0).



4 Przyktady rozwigzywania trudniejszych zadan

Przykitad 1: Réwnanie logarytmiczne ze zmienng w argumentach

Zadanie: Rozwigz rownanie log,(z — 1) + log,(z + 2) = 2.
Rozwigzanie:

1. Krok 1 (Dziedzina réwnania): Wszystkie argumenty logarytmdéw muszg by¢ dodatnie:

= cze$¢wspodlna: D = (1,+0)
z+2>0 = z> -2

{az —1>0 = z>1
2. Krok 2 (Przeksztatcenie ré6wnania): Korzystamy ze wzoru na sume logarytmow po
lewej stronie, a prawg strone zapisujemy jako logarytm o podstawie 2 (2 = log,2? =
log, 4):
log, [(z — 1)(z + 2)] = log, 4

3. Krok 3 (Opuszczenie logarytméw i rozwigzanie réownania kwadratowego): Z r6znowartos-

ciowosci funkgji log,:
(z-1)(z+2)=4 = 2*+2-2=4 = 2*+2-6=0
Obliczamy wyréznik A = 12 —4 -1 - (—6) = 25, VA = 5. Pierwiastki to:

~1-5 -1+5
=-3 oraz 19 = =

2
2 2

xTr =

4. Krok 4 (Weryfikacja z dziedzing): Poniewaz D = (1,+o00), odrzucamy rozwigzanie x; =
—3 ¢ D. Rozwigzanie zo =2 € D.

Odpowiedz: » = 2.

Przykiad 2: Réwnanie wykorzystujace wzér na zamiane podstawy logarytmu

Zadanie: Rozwigz réwnanie log, =z + log, z + log,q z = 7.
Rozwigzanie:

1. Dziedzina: = > 0, czyli D = (0, +o0).

2. Sprowadzenie do wspélnej podstawy 2: Korzystamy z wtasnosci log,x z = 1 log,, z:
1 1
log, z =109y x = 5 log, = oraz log,s = =109y z = 1 log,

3. Podstawienie do rownania:

SIS

1 1 7
I092x+§logzx+1|oggm:7 = Z|092$:7

logyz =4 = z=2"=16
Rozwigzanie x = 16 nalezy do dziedziny D = (0, +o0).

Odpowiedz: = = 16.



Przykiad 3: Réwnanie ze zmienng pomocniczg i niewiadoma w podstawie

Zadanie: Rozwigz rownanie log, = — 2log, 3 = 1.
Rozwigzanie:

1. Dziedzina: Liczba x wystepuje zarbwno w argumencie, jak i w podstawie logarytmu,

zatem:
x>0 AN z#1 = D=(0,1)U(1,+00)
2. Zamiana podstawy i podstawienie: Poniewazlog, 3 = mﬁ' réwnanie przyjmuje postac:
3
2
lo ——=1
95 log, «

Wprowadzamy zmienng pomocniczg t = log, = (gdzie ¢ # 0, co wynika z = # 1):

2
t-2=1 |t = t2—t—-2=0 = (t—2)(t+1)=0

Stad otrzymujemy ¢t; = 2 lub to = —1.
3. Powrét do niewiadomej z:

1
log;z=2 = 2=3>=9 lub |Ong:—1:>x:3_1:§

Obie wartosci nalezg do wyznaczonej dziedziny.

Odpowiedz: = € {1,9}.

Przykiad 4: Nieréwnos¢ logarytmiczna o podstawie o € (0,1)

Zadanie: Rozwigz nieréwnos¢ log: (2% — 4z + 3) > —1.
3
Rozwigzanie:

1. Dziedzina nieréwnosci: Wyrazenie logarytmowane musi by¢ dodatnie:
2 —424+3>0 = (z—1)(z—3)>0
Ramiona paraboli sg skierowane w gore, wiec dziedzina to: D = (—o0, 1) U (3, 4+00).
2. Rozwigzanie nieréwnosci gtéwnej: Zapisujemy —1 = Iog% (%)*1 = Iog% 3:
Iogé(yc2 — 4z +3) > log, 3

Poniewaz podstawa a = 1 € (0,1), funkcja logarytmiczna jest malejaca - opuszczajac
logarytm, zmieniamy znak nieréwnosci:

22 —4r +3<3 = 22 420 <0 = z(xr—4) <0 = x€(0,4)

3. Wyznaczenie czesci wspoélnej z dziedzing D:

z € (0,4) N ((—o0,1) U (3,+00)) = z € (0,1)U(3,4)

Odpowiedz: x € (0,1) U (3,4).



Przykiad 5: Réwnanie potegowe z logarytmem w wyktadniku

Zadanie: Rozwigz réwnanie #0973 = 1,
Rozwigzanie:

1.
2.

Dziedzina: = > 0, czyli D = (0, +00).

Obustronne logarytmowanie: Poniewaz obie strony réwnania sg dodatnie, logaryt-
mujemy rownanie obustronnie przy podstawie 2:

log, (x'°92 x‘?’) = log, (i)

Korzystajgc z prawa log, (b") = r log, b, przenosimy wyktadnik przed logarytm:
(logyz —3) -logyz = -2
Podstawienie ¢ = log, x:
(t=38)t=-2 = t2-3t4+2=0 = (-1t —-2)=0 = t; =1V ty =2
Powré6t do zmiennej x:

logyr=1 = 2=2"'=2 Vv logyr=2 = 2=22=4

Odpowiedz: x € {2,4}.

5 Zadania do samodzielnego rozwigzania

Rozwigz ponizsze zadania, pamietajgc o wyznaczeniu dziedziny w kazdym réwnaniu i nieréwnosci
logarytmicznej. W nawiasach kwadratowych podano poprawne odpowiedzi do samokontroli.

Czes¢ A: Obliczanie wartosci wyrazen potegowych i logarytmicznych

1.

. 5 L 912974 [\ 1
Oblicz warto$¢ wyrazenia: I + <16) . [Odp: 9]

. L2 - 1 1
. Oblicz wartos$¢ wyrazenia: log, 24 — 5 log, 9 + log, 5 [Odp: 2]

. Oblicz wartos¢ wyrazenia: log; 5 - log; 9 — log, 527.  [0dp: —4]

Oblicz wartoé¢ wyrazenia: 4'°925-2 4 91°9; V2 [Odp: 14, 5]

. Wiedzgc, ze log;2 = a oraz log,5 = b, wyraz za pomocg a i b liczbe log;60.  [Odp:

2a 4+ b+ 1]

Czes¢ B: WHasnosci funkcji wyktadniczej i logarytmicznej

6.

Wyznacz dziedzine funkcji okre$lonej wzorem: f(z) = log, ,(16 — 2?). [0dp: D =
(2,3)U(3,4)]

Do wykresu funkcji wyktadniczej f(xz) = a® nalezy punkt P = (—2,9). Wyznacz podstawe
a, okre$l monotonicznos¢ funkcji f oraz oblicz argument, dla ktérego funkcja przyjmuje
wartos¢ 5-.  [0dp: a = 3, funkcja malejaca, dla = = 3]

Funkcja g(z) = log,(z + m) + k ma asymptote pionowg o rownaniu z = —4 oraz miejsce
zerowe zy = 4. Wyznacz parametry m oraz k. [0dp: m =4, k = —3]
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Czes€ C: Réwnania i nieréwnosci wyktadnicze oraz logarytmiczne
9. Rozwigz réwnanie wyktadnicze: 4* — 3.2+ 4+ 8 = 0. [Odp: z € {1,2}]

22 -3z
10. Rozwigz nieréwnos¢ wyktadnicza: (i) < % [Odp: = € (—o0,—1) U (4, +00)]

11. Rozwigz rownanie logarytmiczne: logs(z + 1) + logs(z — 1) = 1.  [0dp: z = 2]

12. Rozwigz réwnanie z zamiang podstawy: log; z + logg x + l0g,, = = Hu [Odp: =z =9]

3
13. Rozwigz réwnanie ze zmienng pomocniczg: Iogg r—3log,z—4=0. [Odp:z e {3,16}]

14. Rozwigz rownanie: log, = +

log, =4. [Odp: x € {4,64}]

15. Rozwigz nieréwnosc¢ logarytmiczna: log,(z — 3) + log,(z —2) < 1. [0dp: z € (3,4)]
16. Rozwigz nierownosc¢ logarytmiczna: Iog%(2x —4) > Iogé(x +1). [O0dp:x e (2,5)]

17. Rozwigz réwnanie potegowo-logarytmiczne: z'°9s #—4 = 2—17 [Odp: = € {3,27}]
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