Kompendium Trygonometrii:
Katy Rozwarte, Metody Redukcji i ROwnania
Trygonometryczne

Materiat dydaktyczny - podsumowanie metod i zadan

1 Podstawy: Od kata ostrego do kata rozwartego

W tréjkacie prostokatnym funkcje trygonometryczne kata ostrego o € (0°,90°) definiujemy
jako stosunki dtugosci odpowiednich bokow:

sina = % (przyprostokatna naprzeciwko do przeciwprostokatnej)

b . . .
cosa =~ (przyprostokatna przy kacie do przeciwprostokatnej)

tga = (przyprostokatna naprzeciwko do przyprostokatnej przy kacie)
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ctga = (przyprostokatna przy kacie do przyprostokgtnej naprzeciwko)

Gdy przechodzimy do katéw rozwartych o < (90°,180°) lub dowolnych katéw skierowa-
nych, umieszczamy kat w uktadzie wspétrzednych (z,y). Wierzchotek kata lezy w punkcie
(0,0), pierwsze ramie pokrywa sie z dodatnig poétosig OX, a drugie ramie przechodzi przez
punkt P = (z,y) w odpowiedniej ¢wiartce uktadu. Odlegtos¢ punktu P od poczatku uktadu to
promien wodzacy r = /z2 + y? > 0 (odpowiednik przeciwprostokatnej c). Wéwczas:

sina = 7
r
xr
cosa = —
,
Y
tga ==
ga=" (¢#0)
Xz
Ctg@:; (y #0)

Dla podstawowych katéw ostrych warto pamietac tablice wartosci, do ktérej sprowadzamy
katy rozwarte:

Kat o 0° 30° () 45°(%) 60°(5)  90°(3)
sina 0 : 2 3 1
cosa 1 3 2 : 0

tga 0 @ 1 V3 nieistnieje
ctga nieistnieje V3 1 3 0




2 Metoda 1: Wzory redukcyjne

Wzory redukcyjne pozwalajg zapisa¢ funkcje trygonometryczng dowolnego kata (np. rozwar-
tego) za pomocg funkgji kata ostrego a € (0°,90°).
Zasada dziatania wzoréw redukcyjnych:

1. Rozpisanie kata w postaci 180° + « lub 360° — «: Funkcja nie zmienia swojej nazwy
(sinus pozostaje sinusem, cosinus pozostaje cosinusem).

2. Rozpisanie kata w postaci 90° + « lub 270° + o: Funkcja zmienia nazwe na kofunkcje
(sin «+» cos, tg <> ctQ).

3. Znak przed wynikiem zalezy od tego, jaki znak miata pierwotna funkcja w ¢wiartce, w
ktorej lezat wyjsciowy kat.

Dla katow rozwartych (II ¢wiartka, kat z przedziatu (90°,180°)) najwygodniej korzystac ze
wzorow dla 180° — «:

Sin(180° — «) = sin €os(180° — o) = — cos «

tg(180° — o) = —tg a, ctg(180° — a) = —ctg«
Alternatywnie, uzywajgc 90° + « (z przejsciem na kofunkcje):

Sin(90° 4+ «) = cos a, cos(90° + ) = —sinay, tg(90° + o) = —ctg«

Przyktady zastosowania wzoréw redukcyjnych:
- sin120° = sin(180° — 60°) = sin60° = ¥ (lub: sin(90° + 30°) = cos 30° = ¥2)
- c0s150° = cos(180° — 30°) = — c0s 30° = —¥3
- tg135° = tg(180° — 45°) = —tg45° = —1

- €0S240° = cos(180° + 60°) = —cos60° = —1  (III ¢wiartka)

3 Metoda 2: Tabela znakdéw funkcji w cwiartkach

Zamiast uczyc sie na pamiec kilkudziesieciu wzorow, wystarczy okresli¢, w ktérej cwiartce lezy
kat, sprawdzi¢ znak funkcji w tabeli i odjg¢ kat od osi poziomej (180° lub 360°).

Funkcja / Cwiartka Iéw. (0°,90°) IIéw. (90°,180°) III éw. (180°,270°) IV éw. (270°,360°)

sina (y/r) + " - -
cosa (x/r) + - - +
tga (y/x) + - + —
ctga (z/y) + - + -

Wierszyk utatwiajgcy zapamietanie, ktére funkcje sa dodatnie w kolejnych éwiart-
kach:

W pierwszej wszystkie sq dodatnie, w drugiej tylko sinus, w trzeciej tangens i cotangens, a w
czwartej cosinus.”
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Przyktad krok po kroku z tabelg: Oblicz cos 210°.

1. Kat 210° lezy miedzy 180° a 270°, czyli w III éwiartce.
2. Z tabeli odczytujemy znak: dla cosinusa w III ¢wiartce jest znak minus ().
3. Odchylenie od osi poziomej (180°) wynosi 210° — 180° = 30°.

[P H) o __ o __ 3
4. Zapisujemy wynik: cos210° = —cos 30° = —%.

4 Metoda 3: Geometryczna metoda tréjkatai,zmiany znakéw bo-

F4 n

kow

Jest to najbardziej intuicyjna metoda wizualna. Zamiast wzoréw redukcyjnych rysujemy kat
rozwarty w uktadzie wspoétrzednych, dopetniamy go do osi poziomej 180°, tworzymy zwykty
trojkat prostokatny o bokach a, b, ¢, a nastepnie nadajemy przyprostokgtnym znaki zgodne z
osiami uktadu wspotrzednych (w lewo po osi X to znak minus, w gére po osi Y to znak plus).
Przeciwprostokatna c (promien) jest zawsze dodatnia.



Przyktad A: Obliczanie sin 150° (oraz cos 150°)

Kroki postepowania:

1. Narysuj kat 150°: Zaczynamy od do- by
datniej pétosi OX i obracamy ramie do
IT ¢wiartki.

2. Dopetnij do 180° na wykresie: Do pet-

nego kata potpetnego (180°) brakuje 0=l c=2
kata ostrego 30°. Domykamy trdjkat o . .
prostokatny do osi OX. 30° \1\5\0
o ——— : O X
3. Zapisz proporcje dla kata 30°: Wiemy, 180 b V3

ze dla zwyktego trojkata o katach Rys. 1. Dopetnienie kqta 150° do 180° (tréjkgt
30°,60°,90°: 30°,60°,90°).

. o 1 a

sin 30° = 5= 3

Przyjmujemy wigc dtugosci bokéw troj-
kata:

a=1 (pionowo), c¢c=2 (przeciwprostokatna), b=+/3 (poziomo)

4. Zmien znaki ,dtugosci” bokéw wg
osi:

- Bok b lezy na ujemnej pétosi OX (w
lewo) — b= —/3.

- Bok a skierowany jest w gére (do-
datnia 0$ OY) — a = +1.

- Przeciwprostokatna c jest zawsze
dodatnia — ¢ = 2.
5. Zapisz ostateczny wynik:

. ., a +1 1
sin 150 =<~ 32 =32
(Dodatkowo od razu widzimy z rysunku,

; o_b_ —/3 _ 3
ze cos150° = ¢ = == = =)




Przyktad B: Obliczanie cos 135° tg sama metoda

Kroki postepowania:

1. Narysuj kat 135°: Ramie kata trafia do-
ktadnie w Srodek II ¢wiartki.

2. Dopetnij do 180° na wykresie: Kat
ostry pomiedzy ramieniem kata a osig
OX wynosi:

180° — 135° = 45°

3. Zapisz proporcje dla kata 45°: Dla troj-
kata prostokatnego réwnoramiennego
(45°,45°,90°) mamy:

V2 1 b

4 © = = = —

cos 45 5 3 e
Przyjmujemy bazowe dtugosci bokow:
a=1,b=1,c=+2(lub po usunieciu
niewymiernosci: a = v2,b = v2,¢c = 2).

4. Zmien znaki ,,dtugosci” koniecznych
bokow:

- Przyprostokatna pozioma b idzie w
lewo po osi OX, wiec zmieniamy
jej znak na ujemny: b= -1 (lub

—V2).
- Przyprostokatna pionowa a idzie w
gore: a = +1.

- Przeciwprostokatna ¢ jest dodat-
nia: ¢ = v2 (lub 2).

5. Zapisz ostateczny wynik:

., b - V2
COS135_E_ﬁ >

a= 41

45° \1§5°
0

180° b=-1 X

Rys. 2. Dopetnienie kqta 135° do 180° (tréjkgt
45°,45°,90°).



5 Rozwigzywanie réwnan trygonometrycznych i wyrazen ze zna-
nymi katami

W zadaniach szkolnych bardzo czesto spotykamy dwa typy problemoéw:

1. Réwnania ze stalg wartoscia kata rozwartego i niewiadoma z, np. z-sin150°—1 = 3,
albo sprawdzanie tozsamosci, gdzie najpierw redukujemy sin 150° = 1.

2. Klasyczne réwnania trygonometryczne z niewiadomym katem z, np. 2sinz —1 =10
lub sinz — 1 = —1 (gdzie jednym z rozwigzan jest wtasnie z = 150°), badz réwnania
sprzeczne typusinz — 1 = 3.

Ponizej szczeg6towo rozwigzujemy oba te przypadki wraz z ilustracjg na wykresie.

Przyktad 1: Réwnanie z katem 150° i wyznaczanie katéw z wykresu (sinz = 1)

Rozwazmy réwnanie prowadzgce do kata 150°:

. 1 . . C N 1 1
sinz—1= ~3 (lub rownowaznie po przeniesieniu jedynki: sinz =1 — 5=73

*(Uwaga: Gdybysmy mieli wyrazenie z gotowym katem z — (sin 150° — 1) = 3, to podstawiajgc
obliczone wczesniej sin150° = 1, otrzymujemyz — (3 —1) =3 =2+ i =3 = 2 =1).*

Rozwigzmy petne réwnanie trygonometryczne sinx = 3 w przedziale z € [0°, 360°] oraz w
zbiorze liczb rzeczywistych:

)

1. Krok 1 (Kat bazowy z I éwiartki): Szukamy w tablicach kata ostrego «ay, dla ktérego
sinag = 3. Jest to:
7y = 30° = %
2. Krok 2 (Symetria wykresu - II ¢wiartka): Poniewaz funkcja sinus jest dodatnia rowniez

w II ¢wiartce (dopetnienie do 180°), drugie rozwigzanie w przedziale [0°, 360°] wynosi:

)
2y = 180° — 30° = 150° = %
(Sprawdzenie wstawiajgc 150° do lewej strony réwnania: sin150° — 1 =1 —1 = —1, lewa

strona réwna sie prawej).

3. Krok 3 (Uwzglednienie okresowosci 360° = 27): Dopisujemy petne okresy 2kr (gdzie
ke Z).
x=30°+k-360° Vv x=150°+k-360°, keZ

W mierze tukowej (radianach): z = Z + 2kr v = = 3 + 2k, k € Z.

Przedstawienie rozwigzania na wykresie funkcji y = sin z: Rysujemy sinusoidey = sinz
oraz pozioma prosta y = . Punkty przeciecia wyznaczajg szukane katy 30° oraz 150°.

y
1
1 y=3
2 \
30° 90° 150° 180 270° 60°
~1

Rys. 3. Interpretacja graficzna réwnania sin z = § (rozwigzania z, = 30° oraz x; = 150°).
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Przyktad 2: Analiza réwnania typu sinz — 1 = £ (badanie zbioru wartosci)

Sprawdzmy teraz doktadnie rownanie o postaci podanej w tresci:

. 3
sinz —1=—
* 2

Przenosimy —1 na prawg strone réwnania (zmieniajac znak na przeciwny):

. 3 . 5
Sing=-+1 sinx=—-=25
X 2+ — 2 )

Whniosek i interpretacja na wykresie: Zbior wartosci funkgcji sinus i cosinus jest ograniczony
do przedziatu [—1, 1], czyli dla kazdego kata = € R zachodzi nieréownos¢ —1 < sinz < 1. Ponie-
waz 5 = 2,5 > 1, prosta pozioma y = 2,5 lezy catkowicie powyzej wykresu sinusoidy i nie ma z
nig zadnych punktéw wspolnych.

- Réwnanie sinz — 1 = 2 jest réwnaniem sprzecznym: z < () (brak rozwiazan).

- Podobnie sprzeczny jest zapis arytmetyczny sin 150° — 1 = 3, poniewaz L = § —1 = —3 #
3

5-

- Aby réwnanie z wyrazeniem 3 po prawej stronie miato rozwigzanie, musi mie¢ postac
np. 2sinx+1=01lub 2 —sinx = 3 (wtedy —sinz = 3 -2 = -1 = sinz = }, co daje
doktadnie wykres z Rysunku 3 i kat 150°).

Przykiad 3: R6wnanie z cosinusem i kagtem rozwartym 135°: \/2cosz + 1 =0

Przeksztatcamy rownanie do postaci elementarne;j:

1 V2
V2cosz = —1 /\@ — oSy = —— = -
V2 2
1. Dla wartosci dodatniej @ katem ostrym jest ag = 45° = 7.
2. Poniewaz cos z < 0, szukamy katow w II oraz III éwiartce:
3 5
1 = 180° — 45° = 135° = f 29 = 180° 4 45° — 225° — Zﬂ

3. Zapisujemy petng odpowiedz z okresem: = = £135°+k-360° (czyli z = £3T +2kn, k € Z).

0° 135° 180°  225° 2700 360°
\ | / | ‘
_ V2 y=— §
2
-1
Rys. 4. Interpretacja graficzna rownania cos x = —§ w przedziale [0°, 360°].

6 Zadania do samodzielnego rozwigzania

Rozwigz ponizsze zadania, korzystajgc z metody tréjkata prostokagtnego ze zmiang znakdéw
bokdéw, wzoréw redukcyjnych oraz wykreséw funkcji trygonometrycznych. W nawiasach po-
dano ostateczne wyniki do samokontroli.



Czes€ A: Obliczanie wartosci dla katéw rozwartych i skierowanych

1. Narysuj w uktadzie wspétrzednych kat 120°, dopetnij go do 180° i wyznacz ze znakdw
bokéw tréjkata wartos¢ sin 120° oraz cos 120°.  (Odp.: sin 120° = @, c0s120° = —%)

2. Korzystajgc z tabeli znakéw i wzoréw redukcyjnych, oblicz doktadng wartos$¢ wyrazenia:
tg 150° 4+ sin 135° - cos 135°.  (Odp.: —¥3 — 1 — =2v3-3)

3. Oblicz warto$¢ wyrazenia: 2sin 150° — 4 cos 120° + tg?135°.  (Odp.: 4)

4. Wyznacz wszystkie cztery funkcje trygonometryczne kata oo = 210° (IIl ¢wiartka).  (Odp.:
sin210° = —1, €0s210° = —¥3, tg210° = ¥3, ctg210° = \/3)

T

; Z & 5anis: Sin 150°—cos 120° .
5. Oblicz warto$¢ wyrazenia: *%5 =55 (Odp.: 1)

Czes$¢ B: RGwnania trygonometryczne (podaj rozwiazania w przedziale = < [0°, 360°])
6. Rozwigz rownanie i zilustruj je na wykresie: 2cosz—1=0. (0dp.: z =60° V z = 300°)
7. Rozwigz réwnanie: 2sinz + /3 =0. (0dp.: z = 240° vV z = 300°)

8. Rozwigz réwnanie z kgtem rozwartym w wyniku: 3 —cosz =2.  (Odp.: z = 120° V z =
240°)
9. Rozwigz rownanie: tgz + 1 = 0 w przedziale [0°,360°]. (Odp.: z = 135° V 2 = 315°)

10. Rozwiaz réwnanie z wartoscig kata rozwartego: 2z - sin150° — cos180° = 3. (Odp.:

3
11. Rozwigz réwnanie kwadratowe wzgledem sinusa: 2sinz —sinz = 0. (Odp.: z €
{0°,30°,150°, 180°, 360°})

12. Zbadaj liczbe rozwigzan réwnania: cosz +2 = 3.  (Odp.: Brak rozwigzan, = < (), bo
cosz=—35 < —1)
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